
Atomic Structure and Spectra 
 

本章節將探討如何用量子力學來描述原子的電子結構，電
子是如何在原子核周圍運轉。 

 

 

名詞: hydrogenic atoms(or called hydrogen like atoms),H , 

                He+ , Li2+ ,U91+, spectroscopy , spectrum(spectra) , 

                spectrometer , spectrometry , wavenumber(1/λ) 



得簡單形式其,然而只有,

光譜的形式適用於所有原子或分子,~

如上式,來表示光譜之形式,  ,  ,  以
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氫原子光譜 
 

Lyman series (n=1), Balmer series (n=2) , Paschen series (n=3) 

 

 





Bohr frequency condition: 

when an atom changes its energy by  

所得光譜現象要如何用量子力學來解釋? 

 

2121 cTcTcThcThhE  



)
4

V;電子與核間位能(位能

)
2

,核動能;
2

,電子動能(動能?ˆ其中

ˆ

2

2
2

2
2

r

eZ

m
e

m

EequationdingeroSchr

N
N

e














方法:先將電子與核的相對運動與整個原子的運動分開(觀察著站

在原子上);然後再將電子與核的相對運動的三個 coordinates 分離

成 angular part 和 radial  part .其中 angular part 已在前章講過( 3-

D rotation),  m, 兩個 quantum number,而 radial part, 有一 quantum

number, n  ,起源於電子與核的 boundary  condition.
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為電子與核的相對運動),()(),,(

代之一般就用的計算,

除非做非常精確,很接近與該,
111

其中,
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寫成,電子與核的相對運動
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其中 R(r)表示電子距核為 r，在此一度空間上 motion 所展示出的

wavefN，而 Veff 代表電子與核的靜電位能及電子繞核做三度空間

旋轉的動能, 
I

L

2

2

。

I

L

2

2

是由於電子繞核向心力而生；當 0 時, 只有第一項的庫

侖靜電位能吸引力 )
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 ；但當 0 , 則在 r 很小時, 
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變

成很大的正值與第一項合起來就變成排斥力，而無法接近核；

但若 0
, 在 r→0 時只有吸引力，因此就吸在核上,亦即 wavrfN

0r)r(  最大，但並不表示電子就固定在核上。
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 drRdrdrR  在 ,只是在該點的 density 最大；而

0 , 在 r→0 時, 
0)r( 
；但不管 0 與 0 ，在 r→ 時 2nd

term 其影響較小，只有庫侖力作用而已。



經解微分方程, 得
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而 )(L ,n  稱為 associated Laguerre polynomial (受控於二個 quantum 

number, ,n 皆為正整數, 但 n )。其中
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   (與其他參考書有些不同,須注意) 
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Table 9A.1 ,  p361 

 

2/2

0

2/

0

2/

0

2/

0

n,

)66()(
)243(

1
033

)(
)24(

1
122

)2()(
)8(

1
022

)(2011

)(R                    n                      Orbital

2/3

2/1

2/3

2/1

2/3

2/1

2/3



























e
a

z
s

e
a

z
p

e
a

z
s

e
a

z
s

r

其中 )r(R ,n  形狀。列於 Fig 9.5, p361 





注意之處是，當

0)(,1 0,  rn rR  時 , 及 node 的

數目與 ,n 關係。 
 
 

Which graph corresponds to which set of 
(n,l  )? 

)
2

(
0a

rZ


)(, rR ln

 
 

Energy levels：由 schrödinger equation 解得. 2n

Rch
E H
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對所有 nEn , 皆為負值，代表這些 states 皆為 bound states；然而

在所得解中，也有正值，但那些值並非 quantized，稱 unbound

states。是連續的，又稱為 continuum states。

注意之處是，當 0)( 0, rn rR  , 其

node 的數目與 ,n 關係。 
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注意之處是，當

0)(,1 0,  rn rR  時 , 及 node 的

數目與 ,n 關係。

Which graph corresponds to which set of
(n,l )?
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Energy levels：由 schrödinger equation 解得. 2n

Rch
E H

n   

對所有 nEn, 皆為負值，代表這些 states 皆為 bound states；然而

在所得解中，也有正值，但那些值並非 quantized，稱 unbound 

states。是連續的，又稱為 continuum states。 

9.2 Atomic orbital and their energies 





Ionization energy：將電子從 E1 打到 continuum states 所需的最小能

量 

   eVJRchEE H 60.131018.20 18

1  
 

如何從光譜上看出 ?    (series limit see fig 13.6 , p351.) 

在數學上的處理： 
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由譜線的位置，~ 對 1/n2 做圖得一直線，斜率為負值(-RH)，

截距為 hc

E lower ，表示可得 lower state 的 ionization energy .(從

n=2, 3, 4, 5,…or n=3, 4, 5, 6,……or n=4, 5, 6,…) 視何者可成一直

線，而決定該譜圖的 lower state，再用外插法求出截距與

ground state(n=1)的 ionization energy .

~



1 / n2

( refer Fig. 13.7 )

 

See Fig.9A.7 

p363 

Example 9.1 





WavefNs： 

Radial part：與能量有關(associated Laguerre  

                      polynomial)隨 r 增加而decay 

Angular part：與空間的方向(向位、形狀)有關 

                       (associated Legendre polynomial) 
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一般畫圖顯示時,以電子出現機率總和達90%的範圍
畫出，之外就不表示了，該範圍含蓋電子90%出現
機率，稱為 boundary surface。 

                                   (如Fig9A.11, 9A.12, p365) 
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畫出wavefN時,有多種表示法: 
 

(1)僅表示radial part,  

 

rrRn Vs.)(, 

(表示出節點及 
ne 2/ 的decay關係) 



(2)僅表示angular part,  

 

),(, mY

p ds



(3)兩者一起表示，以點的密集度表示 r 越大時，其radial 

part的                 的decay及angular part的形狀。 ne 2/

  

     1s       2s (有1個node)    2p      3p (有1個node) 





S orbital 

Spherical symmetry 

Energetics 

Radial distribution function 



Radial distribution fNs： 

  
   Give the probability density that the electron will be found 

anywhere in a shell of radius r.基本上只與 r 有關, 除非特
別指定有方向性的 orbital。因此其為球形對稱, 為在某一 r 

的 dr 殼層厚度球體表面出現的概率。 
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Radial distribution fN 補充: 

   對spherical orbital 而言.    )(,, rRr  
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e.g.  Calculate the most probable radius       ， 

 at which an electron will be  found when it 

occupies a 1s orbital of a hydrogenic  atom of 

atomic number Z. 

 

 

The most probable radius         . 

 
pmr



解: 先求出p(r) for 1s orbital球形對稱 
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<r> > 0, 

<r>↑, Z↓, l↓, n↑ 



p orbital 
1. ml = 0, no imaginary eim 

2. ml = 0, no component 

in xy-plane 



 p  , p  , d  , d 
+ 1 - 1 + 1 - + 2 - 

) 在以圖形表達時要如何處理?  對於具有虛數的wavef N  ( 如 

e.g. 
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           該二個orbitals互為degenerate, 

   可以做 linear combination，得到的新的orbital 

       其能量仍然不變。 可以用此法消去虛數部分。 





e.g.  
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表示亦可用此法以同理

來表示就可以原來解出的
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Spectroscopic transitions and selection rules: 
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 一般而言，因為光子的intrinsic spin, 
s=1. 當光子是由於電子的躍遷而產生時，
必會失去一個angular momentum。 因此其
所能躍遷的orbital的變化，只能為s到p軌
域不可為s到s軌域，同理s軌域不可到d軌
域。因此有所謂的allow or forbidden的
區別。 

 Grotrian diagram 顯示躍遷的途徑與光譜  
fig 9.17 p340 



The thicker the line the more 

intense of the transition. 



The structure of many-electron atoms 

 
要解多電子原子的 wavefN 是件很複雜的難題，
電子間彼此相互作用很難精確算出，因此必須
用approximate的方法，即使 He原子只有2個電
子，至今尚無法用一完整式子來描述它們的軌
域與能量關係。 

  

 Orbital approximation 

 假設多電子原子的wavefN,           

 其中每個    皆類似氫原子電子(hydrogenic atom)的
wavefN但其核以其它電子皆在該核上的假設來修正(亦
即考慮為effective nuclear charge而非真正質子數))。 
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e.g.  For He atom 令 

     

     

       

           

   

)(示電子的結構然而它允許我們用來表

所以此法只是一種,力電子間存在有相互作用,事實上

其中,
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e.g. He的電子組態寫成 1s2,  Li: 1s22s1 



 

 

Pauli principle: 

 

When the labels of any two identical fermions are 

exchanged, the total wavefN changes sign, when the 

labels of any two identical bosons are exchanged, the 

total wavefN retains the same sign. 
 
說明：對fermion而言，例如電子，若有兩個電子填入一相
同軌域，其wavefN為 
 
依據Pauli principle  
 
只有具此性質的wavefN才被接受，包括spatial part and 
spin part。 

 2,1

   1,22,1 



spin 填法有如下四種 
後兩種因無法得知那個電子是  ,那個是 
因此以另兩種表示法來表示比較正確： 

             21,)2(1,21,21 
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現與spatial part，    21 xx  (含蓋radial and angular part)，相結合: 
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前三種case                             亦即total wavefN sign不變，只有最後一種                        

 

 

因此依據Pauli principle (電子是fermion)，其allowed wavefN ,必須是                                              

 

 

 

這結果也說明了，若兩個電子填入相同orbital，其spins必須是paired（這
就是Pauli excluding principle所說的）。 

)1,2()2,1( xx  

)1,2()2,1( xx  

)}2()1()2()1(){2()1()2,1(   xxx

若一wavefN含有多個電子， ),3,2,1( 

其仍然必須符合Pauli principle，交換任何兩個電子
次序，其wavefN必須要變號。 

 



但若兩個電子填在兩個不同軌域時,其total wavefN (spatial 

part times spin part)亦必須符合Pauling principle,例如
He*(1s12p1) 其正確 total wavefN要如何寫? 

先寫spatial part: 
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如何配才符合 Pauli principle? 



Slater determinants 

Slater suggested that there is a simple way to write 

wavefNs guaranteeing that they will be antisymmetric for 

interchange of electronic space and spin coordinates, for 

example 1s12s1: 

electrons   with two1s and  (2),(1)1s(2)1s(1)try 
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For three electrons wavefNs, 1s22s1 
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展開後,任意交換兩電子,一定會變號, antisymmetric 

to the exchange of any two electron’s indices 

寫法為先以行的方式將各電子的 spin-orbitals寫上去,然後再
填入電子的 indices,第一行填1,第二行填2,第三行填3。 



Penetration and shielding. 

  由radial distribution fN，可以解釋同一shell軌
域中, S subshell 軌域比P subshell 軌域在靠近
原子核附近有較大的電子分佈密度。rm.p. 

But, <r>s > <r>p 

 

參照Fig 9B.4, p374;因此S軌域的電子較不易被
游離。這就說明不同subshell軌域的穿透
(penetration)效應不同。ｄ軌域穿透比ｐ更小。
在多電子原子中，在距離原子核較遠（外層）的
電子，感受到核的吸引力，會受到內層電子排斥
的影響而減弱。這種效應稱為shielding effect。
其大小可視為所有內層電子聚集在原子核上，距
離外層電子為ｒ所產生的斥力。 
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<r> > 0, 

<r>↑, Z↓, l↓, n↑ 



r

在此層的電子沒有相互shielding  
effect ，但受到內層電子 (假想
聚集在中心核處形成一大負電粒
子)的排斥距離為r，令其斥力為
σ。 
 

∴外層電子(valence electron)所受到的核吸引力扣除
內層電子shielding 影響，Zeff= Z –σ 
因為s,p,d軌域的穿透效應不同，只能實驗結果來預估。 
Refer to table 9.2 p345 



The building–up (Aufbau) principle. 

依據實驗結果所得到的中性原子的電子組態，設想出若
一核帶有ｚ個質子，外圍沒有電子，其電子填入軌域的
順序：1s 2s 2p 3s 3p 4s 3d…..依據該principle所
排出順序必須小心注意，尤其對能量接近的orbitals如
4s, 3d,常有複雜的e－→ e－ repulsion effects 
而影響其順序。 
Electron configurations are determined either 
spectroscopically or by measurement of magnetic 
properties. 

Hund’s maximum multiplicity rule: 

An atom in its ground state adopts a configuration with the 

greatest  number of unpaired electrons. 







Singlet and triplet states 

有兩個電子填入同一個 orbital 時，必須是 paired 
(↑↓) ，其total spin， S為0，則 2S+1=1 

，其中「 2S+1=1」 就稱為 spin-multiplicity 。 

其值若為1 叫 singlet，若為2，叫「doublet」，若
為3，叫「triplet」，4叫「quartet」…當然，若兩
個電子填入不同orbitals時，就可能為singlet 或是 

triplet 。 



Electrons with paired spins have zero 

resultant spin angular momentum  

他們的狀況可以如下圖所示 

two vectors lie at an undetermined 

position on the cones, but wherever 

one lies on its cone the other points 

in the opposite direction; their 

resultant is zero. 



Paired spin, s=0, 

Ms=0, 但xy平面上 

的分量仍然不斷變化 

This is called 

Singlet. 

兩者一直保持180度 



Two electrons with parallel spins, 

have a nonzero total spin angular 

momentum.  有三種方式，其中 

the angle between the vectors  

is the same in all three cases: 

the resultant of the two vectors  

have the same length in each  

case, but points in different  

directions.  

與前面paired spin 比較： 
two paired spin are precisely 

antiparallel, however, two ‘parallel’ 

spins are not strictly parallel. 

This is called triplet 



若最外層(shell) 只有一個電子時，一定是 

doublet ? 

 

依據Hund’s rule，相同電子組態可以是
singlet or triplet 時，以 triplet state 的能量較
低◦ 如He的excited state : 1s1 2s1 可以是
singlet or triplet，但以 triplet state 能量較低，
稱為該電子組態的ground state。  



triplet的由來，是因該兩電子的ms，可以是+1 / 2 or 

-1 / 2，其組合為1, 0, 0, -1四種狀態，其中三種是 

symmetric to the exchange of electron label (triplet)，
另一種是 anti-symmetric (singlet)  。 
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是不予許的。
 

是不變的情況其
電子在做躍遷時，一般

 

statesinglet   statetriplet 

spin





Total orbital angular momentum 

在多電子原子系統 angular momentum 是一
種向量加成一般利用Clebsch-Gordan series

來處理，亦即(兩個,兩個加成) 
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為別電子

或個為而

稱個別電子的
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l=2

l=1

L=2
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L=3

l=2

l=1

L=1

mL= 3, 2, 1, 0,

        -1, -2, -3
。 個結果是一致的 15  3  5

應有 , 的向量加成結果 ) 3個方位 ( 1 和 , ) 5個方位

有 ( 2 而這和 , 個可能的結果 15  3  5  7 共有 

個方位。 12L 又有 L 然而每個 ,  1 , 2 , 3L 得 ，

先由L ) 向量 ( 該兩者合成考慮方位 , 1,2 如
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。  個可能的方位 4 共有  

,.. - 同理  ; 的好用 

 由此可見  ,  個加成方式  共應有  ,  個方位  有

又   每個 ,  同理
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Spin-orbit coupling 

電子本身會 spin，產生magnetic moment，(spin 

magnetic moment )，其繞核運轉，產生orbital 

magnetic moment。 

The interaction of the spin and orbital magnetic 

moments is called spin-orbit coupling，該interaction 

影響energy levels of the atom，depend on the relative 

orientation of the spin and orbital magnetic moments，
其與spin angular momentum及orbital angular 

momentum的大小成正向，方位成反向關係 ◦ 
(see fig 9.27 ，p354 ) 



The coupling of the spin and orbital angular 

momenta of a d electron (l =2) gives two possible 

values of j.  依s and l 的相對orientation 而定 



Russell – Saunders Coupling Scheme 

用於多電子的spin-orbit coupling is weak (light atoms)，因
此把多個電子的 orbital momenta 一起合起來，再與多個電
子合起來的spin momenta 相互作用 
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Clebsch – Gordan series :描述兩個angular momentum向量加
成的可能值，如： 
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同理

 其向量加成的可能值為  與 21

LS coupling: many electrons, l, s  L, S  J 



Total angular momentum， 
 
eg. configuration為 d1，其j= ? 
 
                         p1，其j= ? 
 
                         f 1，其j= ?    
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由 R-S coupling 求J  
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When L>S, the multiplicity is equal to the number of levels.  

For example,2p term has the two levels 2p3/2and 2p1/2‘ 
3D has the three levels 3D3,

3D2,and 3D1 

When L<S: the term 2S, has only the one level 2S1/2' 



其每個電子的可能total angular momentum為 

，彼此互相coupling的情況為：j=    
2

1

2

3
or
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基本上，重原子

以 J 為較可信的 

quantum number. 

R-S 在heavy atom 雖然不適，但其推演
出來的 term symbol 仍然有效，因為其
能階的順序仍然沒變，雖然能階差有
明顯變化。  

如圖所示，原子越大，
其能階正確值越趨近於
由 j – j 所計算的結果。 

如果是heavy atom時，R-S coupling不適用，必須用 j-j coupling。每一個電子只
考慮total angular momentum (spin, orbit加成) j，每個電子再與每個電子的相互作
用，此時的 

就相對不太重要了。如  

...,..... 2121  ssSL 

2

1
,
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2  ssP 組態

LS coupling: many electrons, l, s  j and jjJ 

J=0 

2 

2 

1 

0 

p1p1 

(j1,j2)
 

J=3 

J=2 

J=1 



Angular momentum gives 

rise to a magnetic moment 

(µ). 其與angular momentum 

大小乘正比但方向相反 

For spin angular 

momentum there is a 

factor 2, which increases 

the magnetic moment to 

twice its expected value. 
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 … moment. magnetic of quantum lfundamenta



The two angular 

momentum are parallel 

and the magnetic moment 

are aligned unfavorably. 

相斥 

The two angular 

momentum are antiparallel 

and the magnetic moment 

are aligned favorably, 相吸  
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  s，E

s field magnetic momentum

angular orbitalproduct

scalar  , B E : is , B , field magnetic

 ain  ,  moment, magnetic a ofenergy n interactio The

 











如何求

 應正比於 相互作用能量
與 所產生的

所以假設電子的 。
 為一-
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 則

令

A稱為 spin-orbit coupling constant for particular atom 

ls coupling: one electron, small j, l, s 





。 只有一項  state ground , ,   

 state excited  ,  symbol term 
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兩項

有形式  寫成而

有兩種



 

由於 excited state 的 spin-orbit coupling 使 excited state 能
階split 成 two levels。 

如 Na atom 基態電子組態為  13sNe ，其excited state為  13pNe

則excited state的total angular momentum有幾種值？  



E

2
P

2
P3/2

2
P1/2

2
S1/2

16973.4 cm
-1

D1 D2

16956.2 cm
-1

由Sodium D line splitting 可求出 

Na 的spin-orbit coupling constant 

“A”. 
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類似的問題應用於Alkali metal (Li，K， Rb，Cs)的 D line 

splitting , 如： 

 

 

可見spin-orbit coupling constant隨原子增大而增加，表示
spin-orbit interaction在 heavy atom中是相當大的，也相當
重要◦ 

1111 370:158:5.38:23.0:  cmCscmRbcmKcmLi ，，，



Fine Structure of a spectrum, the structure in a spectrum 

due to spin-orbit coupling. 



  Selection rule： 

基於photon的spin angular momentum為+1  
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absorptionabsorption

emissionemission

  

  



一般習慣寫法，能量高的term寫在前面，能量低的
term寫在後面，用  absorptionoremissionor 表示



這裡有一很重要的法則必須遵守的是ΔS=0，亦即singlet      

singlet；doublet      doublet；triplet      triplet  

不可跨越。但對heavy atoms而言，因為L, S的 quantum 

number已不那麼適用，取而代之的是J quantum number，
因此ΔS=0 的法則在heavy atom的transition就沒有那麼嚴
格遵守，而常有multiplicity跨越的transition。  

 




重原子的 spin – orbit coupling  

為什麼重要? 

電子繞核運動，若對電子而言(站在
電子上)如同核繞電子而轉，核電荷
繞轉會在電子上產生一磁通量，與
該電子的spin magnetic moment 相互
作用，而磁通量的大小與該核電荷
成正比，因此 heavy atom，其 spin –

orbit coupling是相當顯著的◦ 

核

e
-



    Zeeman effect 

電子繞軌域運轉所產生的magnetic moment 在外加
磁場的作用下, 產生不同作用能使原本的單一能階
分裂成多條，其譜線由一條變成多條。 

作用能 

其中  

 

BmBE Bz  
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所以 p orbital 在沒有磁場作用
下譜線不會split,但在磁場作用下
卻split 成3條。 

加磁場 

polarizedplanelinepolarizedcircularlyline  為為  , 



factor g called  ,0023.2electronfor  eg

代之  若是有多個電子，則以
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BmgBmrgBE其中 

事實上 electron spin magnetic moment 亦會和外
加磁場作用產生Zeeman splitting, 例如ESR

（Electron Spin Resonance) 就是利用此原理 。  

Nuclear spin magnetic moment亦會和外加磁場作用產生
Zeeman splitting, 例如NMR（Nuclear Magnetic Resonance) 

就是利用此原理 。 但其 
p

B
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e
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因為是質子，重量很大，所以作用能很小，所需要外加磁場
很大。 


